
POST-CRITICAL BEHAVIOUR OF BEAM LOADED BY
FOLLOWER FORCE

P. Frantı́k 1

Summary: The paper is focused on numerical simulations of a cantilever beam
loaded tangentially by follower force at its free end (Beck’s column). Main purpose
was to discover post-critical behaviour of the beam.

1. Úvod

Stabilita konstrukcı́ je náročným a zajı́mavým problémem i když se soustředı́me na ty nejjed-
noduššı́ konstrukce. Tento pohled je podložen i historickým vývojem této problematiky, který
se neobešel bez překvapivých zvratů. Jeden z takových zvratů se týkal tzv. sledujı́cı́ho zatı́ženı́,
které měnı́ svůj směr v závislosti na tvaru konstrukce. Až do poloviny dvacátého stoletı́ nebylo
známo, zda-li a za jakých okolnostı́ ztrácı́ konzolový nosnı́k zatı́žený na volném konci tangenci-
álnı́ sledujı́cı́ silou (anglicky také nazývaný Beck’s column) svou stabilitu, viz Elishakoff (2005).
Tento nosnı́k je znázorněn v deformovaném stavu na obrázku 1.

Obrázek 1: Konzolový nosnı́k zatı́žený sledujı́cı́ silou.

Je známo, viz Elishakoff (2005), že takto zatı́žený nosnı́k ztratı́ stabilitu. Z původně nepohyb-
livého stavu se rozvine limitnı́ cyklus. Jedná se o tzv. Hopfovu bifurkaci (zrod limitnı́ho cyklu
z pevného bodu), viz např. (Arnold, 1983; Macur, 1995). Pro tento kritický bod platı́ (Beck,
1952):

Fcr,follower ≈ 20.05EI

L2
, (1)

kde Fcr,follower je kritická hodnota velikosti sledujı́cı́ sı́ly, L je délka nosnı́ku a EI jeho ohybová
tuhost. Tento bifurkačnı́ bod, představujı́cı́ kvalitativnı́ změnu stavu nosnı́ku, lze s výhodou
použı́t pro testovánı́ numerických modelů.
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2. Numerický model

Model nosnı́ku je ekvidistantně rozdělen na tuhé dı́lce vzájemně spojené klouby opatřené
lineárnı́mi ohybovými pružinami, viz obr. 2. Nosnı́k je uvažován konstantnı́ho průřezu, pružný
a velmi štı́hlý. Smykové přetvořenı́ a konstantnı́ složka normálového přetvořenı́ je zanedbána.
Vlastnosti nosnı́ku jsou dány jeho celkovou hmotnostı́ M , délkou L a ohybovou tuhostı́ EI .

Obrázek 2: Model konzolového nosnı́ku se třemi dı́lci.

Odvozenı́ dále uvedených pohybových rovnic modelu je podrobně uvedeno v Frantı́k (2004a).
Pohybové rovnice modelu lze maticově zapsat v následujı́cı́m tvaru:

M
d
dt

ω = Qω2 −Kϕ+D+ F,

d
dt

ϕ = ω.

(2)

kde t je čas, ϕ a ω jsou vektory stavových proměnných modelu, přičemž ϕ je vektor úhlových
pootočenı́ jednotlivých dı́lců a ω je vektor jejich úhlových rychlostı́.M je matice setrvačnosti,
Q je specifická matice bez známého fyzikálnı́ho významu, K je matice tuhosti, D je vektor
momentů tlumı́cı́ch sil aF je vektor momentů vnějšı́ch sil. Matice setrvačnostiMmá následujı́cı́
podobu:

M =
1
6
ml2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2(3(n − 1) + 1) 3(2(n − 2) + 1)
cos(ϕ2 − ϕ1)

3(2(n − 3) + 1)
cos(ϕ3 − ϕ1)

· · · 3
cos(ϕn − ϕ1)

2(3(n − 2) + 1) 3(2(n − 3) + 1)
cos(ϕ3 − ϕ2)

· · · 3
cos(ϕn − ϕ2)

2(3(n − 3) + 1) · · · 3
cos(ϕn − ϕ3)

. . .
...

symetrie
2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, (3)

kde m je hmotnost dı́lce a l je jeho délka. Je-li nosnı́k (ekvidistantně) rozdělen na n dı́lců pak
jednoduše platı́ m = M/n a obdobně l = L/n. Indexovánı́ dı́lců probı́há od vetknutı́ po volný
konec (dı́lec u vetknutı́ má index 1).

MaticeQ má následujı́cı́ podobu:
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Q =
3
6
ml2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
(2(n − 2) + 1)
sin(ϕ2 − ϕ1)

(2(n − 3) + 1)
sin(ϕ3 − ϕ1)

· · · sin(ϕn − ϕ1)

−(2(n − 2) + 1)
sin(ϕ2 − ϕ1)

0
(2(n − 3) + 1)
sin(ϕ3 − ϕ2)

· · · sin(ϕn − ϕ2)

−(2(n − 3) + 1)
sin(ϕ3 − ϕ1)

−(2(n − 3) + 1)
sin(ϕ3 − ϕ2)

0 · · · sin(ϕn − ϕ3)

...
...

...
. . .

...

− sin(ϕn − ϕ1) − sin(ϕn − ϕ2) − sin(ϕn − ϕ3) · · · 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. (4)

Matice tuhostiK je pásová s šı́řkou pásu tři (třı́diagonálnı́) a lze ji zapsat ve tvaru:

K = k

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

3 −1
−1 2 −1

−1 2
. . .

. . . . . . −1
−1 2 −1

−1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, (5)

kde k je tuhost typické ohybové pružiny (všech kromě pružiny ve vetknutı́ nosnı́ku, kde je
dvojnásobná). Pro tuto konstantu platı́ k = EI/l.

Vektor momentů vnějšı́ch sil F lze psát ve tvaru:

F = Fx l

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
cosϕ1
cosϕ2

...
cosϕn

⎤⎥⎥⎥⎥⎦− Fy l

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
sinϕ1
sinϕ2

...
sinϕn

⎤⎥⎥⎥⎥⎦, (6)

kde Fx je složka sı́ly F působı́cı́ na konci nosnı́ku ve směru osy x (osa nepřetvořeného prutu)
a Fy je složka sı́ly F ve směru osy y (osa kolmá na osu nepřetvořeného prutu v rovině ohybu).
Pro tyto složky platı́:

Fx = F cos(α+ ϕn),
Fy = F sin(α + ϕn),

(7)

kde α je úhel sledujı́cı́ sı́ly, který svı́rá s poslednı́m dı́lcem (dı́lec s volným koncem).
Tlumenı́ je oproti odvozenı́ Frantı́k (2004a) formulováno v jiném tvaru. Původnı́ tvar, kdy

tlumı́cı́ momenty závisely pouze na lokálnı́ úhlové rychlosti dı́lce ωi se překvapivě ukázal jako
nevyhovujı́cı́2. Pro vektor momentů tlumı́cı́ch silD platı́:

D = l

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
cosϕ1

∑n
i=1Dx,i

cosϕ2
∑n

i=2Dx,i
...

cosϕnDx,n

⎤⎥⎥⎥⎥⎦− l

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
sinϕ1

∑n
i=1Dy,i

sinϕ2
∑n

i=2Dy,i
...

sinϕnDy,n

⎤⎥⎥⎥⎥⎦, (8)

kde Dx,i, Dy,i jsou složky tlumı́cı́ sı́ly Di pro které platı́:

2 Tento problém bude po rozsáhlejšı́ analýze publikován v budoucnu.
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Dx,i = −cmvx,i,
Dy,i = −cmvy,i,

(9)

kde c je koeficient lineárnı́ho viskóznı́ho útlumu a vx,i, vy,i jsou složky rychlosti vi i-tého kloubu
(klouby jsou čı́slovány od vetknutı́ s indexem 0 po volný konec s indexem n). Pro tyto složky
rychlosti platı́:

vx,i = −l
∑i

j=1 ωj sinϕj,
vy,i = l

∑i
j=1 ωj cosϕj.

(10)

Vektor momentů tlumı́cı́ch silD lze s užitı́m výrazů (8,9,10) upravit:

D = cm l2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
cosϕ1

∑n
i=1(

∑i
j=1 ωj sinϕj)

cosϕ2
∑n

i=2(
∑i

j=1 ωj sinϕj)
...

cosϕn
∑n

j=1 ωj sinϕj

⎤⎥⎥⎥⎥⎦+ cm l2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
sinϕ1

∑n
i=1(

∑i
j=1 ωj cosϕj)

sinϕ2
∑n

i=2(
∑i

j=1 ωj cosϕj)
...

sinϕn
∑n

j=1 ωj cosϕj

⎤⎥⎥⎥⎥⎦. (11)

Pohybové rovnice modelu jsou řešeny pomocı́ standardnı́ch numerických metod pro di-
sipativnı́ dynamické systémy. Konkrétně je užita modifikovaná Eulerova metoda a metoda
Runge-Kutta.

3. Simulace

Pro nastavenı́ parametrů numerické simulace pomocı́ uvedeného modelu byl užit ocelový prut
s vlastnostmi odpovı́dajı́cı́mi reálnému štı́hlému ocelovému nosnı́ku. Hmotnost nosnı́ku M =
9.03 gramů, délka L = 0.3 metrů, tuhost EI = 0.0053 Nm2, viz (Frantı́k, 2004a,b).

Prut byl modelován 15 dı́lci, přičemž bylo pomocı́ modelu s 20 dı́lci ověřeno, zda to je
v daném rozsahu konfiguračnı́ho prostoru3 dostatečně jemné dělenı́. Obdobně byl testován krok
časové diskretizace, který byl nastaven na jednu desetitisı́cinu sekundy (ověřován krokem jedné
stotisı́ciny sekundy a změnou numerické metody).

Výstižnost modelu lze charakterizovat porovnánı́m naměřených a vypočtených kritických sil
(tj. významných bifurkačnı́ch bodů). Eulerova kritická sı́la, pro kterou platı́ Fcr = π2EI/4L2

byla naměřena 0.1453 N, přičemž teoretická hodnota je přibližně také 0.1453 N. Kritická sı́la
pro sledujı́cı́ zatı́ženı́ byla změřena 1.1716 N (20 dı́lců), které odpovı́dá teoretická hodnota
přibližně 1.1807 N (odchylka přibližně 0.8%). Uved’me, že uvedená kritická hodnota sledujı́cı́
sı́ly odpovı́dá konzervativnı́mu systému (bez útlumu). Je totiž závislá na velikosti koeficientu
útlumu c, viz tabulka 1.

Pro sledovánı́ vývoje simulace je nutné vybrat vhodné stavové veličiny. Je to obzvláště
důležité, je-li chovánı́ systému složité. V takovém přı́padě je užitečné provádět zobrazenı́ ve
fázovém prostoru a využı́vat konstrukce Poincarého map, viz (Macur, 1995). Pro tento účel byly
vybrány stavové proměnné poslednı́ho dı́lce (dı́lec s volným koncem), tj. ϕn a ωn. Poincarého
mapa je konstruována z podmı́nky yn = 0 ∧ vy,n > 0. Ukázalo se, že tento způsob prováděnı́
Poincarého mapy je použitelný jen do určité úrovně pootočenı́.
3 Rozsah konfiguračnı́ho prostoru lze zhruba popsat rozmezı́m pro parametr tlumenı́ c = 0.001 až 100
N·s·kg−1·m−1 a pro sı́lu F = 0 až 8 N. Ovšem hornı́ mez sı́ly je závislá na velikosti útlumu. Uvedená ma-
ximálnı́ hodnota je pro útlum c = 100 N·s·kg−1·m−1.

Engineering Mechanics 2009, Svratka, Czech Republic, May 11 – 14

292



Tabulka 1: Závislost kritické sı́ly na útlumu.

c [N·s·kg−1·m−1] Fcr,follower [N]
0.001 1.1716

0.01 1.1716
0.1 1.1717

1 1.1721
10 1.1877

100 1.8118

Ze simulacı́ vyplynulo, že nejzajı́mavějšı́ chovánı́ vykazujı́ systémy s vysokým útlumem,
konkrétně s koeficientem útlumu c = 100 N·s·kg−1·m−1. Toto zjištěnı́ je ale ovlivněno nume-
rickou stabilitou resp. nestabilitou úloh s nı́zkým útlumem potažmo jejich časovou náročnostı́.
Na obr. 3 je vidět bifurkačnı́ diagram pro tuto hodnotu útlumu v rozsahu zatěžujı́cı́ sı́ly F = 1
až 8 N.

F [N]

ϕ
n

[r
ad

]

87654321

1.0

0.5

0.0

-0.5

-1.0

-1.5

-2.0

Obrázek 3: Bifurkačnı́ diagram pro koeficient útlumu c = 100 N·s·kg−1·m−1 a rozsah zatěžujı́cı́
sı́ly F = 1 až 8 N.

Tento diagram byl vytvořen tak, že pro každou hodnotu parametru velikosti zatěžujı́cı́ sı́ly F
byla znovu spuštěna simulace z počátečnı́ho nedeformovaného stavu, který byl opatřen velmi
malou imperfekcı́4. V počátečnı́ fázi diagramu patrný výskyt kritické sı́ly Fcr,follower = 1.8118N.

Z tohoto diagramu bylo vybráno několik bodů pro zobrazenı́ trajektoriı́ a výsledných limitnı́ch
cyklů, viz obr. 4. Trajektorie F = 2 N je těsně za bifurkačnı́m bodem. Limitnı́ cykly F = 2 až
6.2 N jsou jednoduché s jednı́m bodem v Poincarého mapě. Avšak limitnı́ cyklus F = 6.5 N má
již tři body v Poincarého mapě.

4 Imperfekce byla zvolena statická ve formě sı́ly působı́cı́ na volném konci nosnı́ku kolmo na jeho nedeformovanou
střednici. Jejı́ velikost byla zvolena 10−10 N.
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F = 2 N F = 3 N

ϕn [rad]

ω
n

[r
ad

/s
]

0.80.60.40.20.0-0.2-0.4-0.6-0.8

30

20

10

0

-10

-20

-30

ϕn [rad]

ω
n

[r
ad

/s
]

2.01.51.00.50.0-0.5-1.0-1.5-2.0

60

40

20

0

-20

-40

-60

F = 4 N F = 6 N

ϕn [rad]

ω
n

[r
ad

/s
]

3.02.01.00.0-1.0-2.0-3.0

120

80

40

0

-40

-80

-120

ϕn [rad]

ω
n

[r
ad

/s
]

3.02.01.00.0-1.0-2.0-3.0

300

200

100

0

-100

-200

-300

F = 6.2 N F = 6.5 N

ϕn [rad]

ω
n

[r
ad

/s
]

3.02.01.00.0-1.0-2.0-3.0

400
300
200
100

0
-100
-200
-300
-400

ϕn [rad]

ω
n

[r
ad

/s
]

3.02.01.00.0-1.0-2.0-3.0

400
300
200
100

0
-100
-200
-300
-400

Obrázek 4: Vybrané trajektorie včetně výsledných limitnı́ch cyklů pro koeficient útlumu c =
100 N·s·kg−1·m−1. Body na trajektoriı́ch znázorňujı́ jejı́ vývoj – časový odstup mezi nimi je
konstantnı́ (umı́stěnı́ limitnı́ch cyklů je patrné z bifurkačnı́ho diagramu na obr. 3).

Z chaotické oblasti byla vybrána konfigurace F = 7N. Odpovı́dajı́cı́ trajektorie je zobrazena
na obr. 5 a Poincarého mapa na obr. 6. Z Poincarého mapy je patrné, že nenı́ zvolena zcela
optimálně. Ze zobrazenı́ je patrná deformace atraktoru.

Nalezenı́ optimálnı́ho způsobu prováděnı́ Poincarého mapy nenı́ v této úloze jednoduché
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Obrázek 5: Trajektorie chaotického atraktoru F = 7 N (pro přehlednost zobrazenı́ jsou vyne-
chány spojnice bodů).
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Obrázek 6: Poincarého mapa chaotického atraktoru F = 7 N.

z důvodu nesnadné identifikace dalšı́ (alespoň) jedné stavové proměnné. Z teorie nelineárnı́ch
dynamických systémů je známo, že pro vznik chaotického atraktoru je třeba minimálně trojroz-
měrný fázový prostor, viz např. (Macur, 1995). Uvedený numerický model má sice stavových
proměnných 2n, nicméně „optimálnı́ třetı́“ proměnnou žádná z nich jednotlivě zřejmě netvořı́.
Proto byla vybrána integrálnı́ yn. Nalezenı́ vhodnějšı́ proměnné je tedy otázkou budoucı́.
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Pro ilustraci pohybu nosnı́ku je na obr. 7 zobrazena poloha volného konce nosnı́ku při pohybu
na chaotickém atraktoru.
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Obrázek 7: Poloha volného konce nosnı́ku při pohybu na chaotickém atraktoru F = 7 N (pro
přehlednost zobrazenı́ jsou vynechány spojnice bodů).

4. Závěr

Článek se věnoval náročné úloze pokritického působenı́ konzolového nosnı́ku zatı́ženého sle-
dujı́cı́ silou působı́cı́ tangenciálně na jeho volném konci. Pro numerické simulace byl podrobně
definován numerický model, schopný výpočtu velkých deformacı́ a velmi přesně vystihujı́cı́
známé bifurkačnı́ body. Tento model ale dı́ky štı́hlosti, tedy i pružnosti při velkých deformacı́ch,
zanedbává smykové a normálové přetvořenı́ nosnı́ku.

Byl uveden vliv koeficientu lineárnı́ho viskóznı́ho útlumu na velikost kritického zatı́ženı́.
Ukázalo se, že se tato výrazně měnı́ až při značně velkém útlumu.

Pro vytvořenı́ bifurkačnı́ho diagramu a zobrazenı́ vybraných limitnı́ch cyklů resp. chaotického
atraktoru byl vybrán systém s nejvyššı́ sledovanou úrovnı́ útlumu. S tı́mto souvisela podrobněji
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rozebraná problematika vytvářenı́ Poincarého mapy. Bylo konstatováno, že navržený způsob
prováděnı́ Poincarého mapy je použitelný, ale nikoliv zcela optimálnı́ kvůli deformaci mapy
chaotického atraktoru.

Závěrem poznamenejme, že při simulacı́ch byla zjištěna překvapivá závislost velikosti kri-
tického zatı́ženı́ na definici útlumu. Tento problém zde nebyl podrobněji rozebrán, jelikož se
přı́mo netýká uvedeného a zasluhuje si většı́ pozornost. Po provedenı́ výzkumu o tom bude
referováno.

5. Poděkovánı́

Článek byl vytvořen v rámci projektu GAČR 103/08/0275.
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1983), vydavatel’stvo Alfa, Bratislava, 1983.

Beck, M. 1952: Die Knicklast des einseitig eingespannten, tangential gedrückten Stabes, Zeit-
schrift Angewandte Mathematik und Physik, Volume 3, Issue 3, p. 225-228.

Elishakoff, I. 2005: Controversy Associated With the So-Called ”Follower Forces”, Applied
Mechanics Rewiev, vol. 58, p. 117-142.

Frantı́k, P. 2004: Nelineárnı́ projevy mechanických konstrukcı́, dizertačnı́ práce,
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